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El curs passat varem iniciar el Forum de Problemes i els que hi varem poder
assistir considerem que ’experiéncia fou forga interessant i que calia repetir-la
enguany, millorant els defectes i mancances del curs passat.

L’objectiu d’aquest Forum és simplement una trobada entre aquelles persones
que entenem les matematiques, no solament com una professié o una feina, siné
també com una eina d’esbarjo i de distraccid, i que volem repassar coneixe-
ments ja oblidats, aprofundir-ne d’altres que potser coneixem molt pel damunt,
descobrir-ne de nous o aspectes nous de coneixements vells. I tot aix0 volem
fer-ho tranquil-lament, sense massa tensions, tot resolent uns quants problemes
de geometria, d’aritmetica, de calcul, de combinatoria, etc.

El curs passat, I’objectiu fou a bastament acomplert com posen de manifest la
trentena de problemes que varem discutir i resoldre conjuntament, sense cap mena
d’intent de protagonisme, sin simplement jugant amb ells, aprofundint-los i, si
s’esqueia, completant-los i generalitzant-los. Ara, en invitar-vos al Foérum que
tindra lloc aquest curs, us fem arribar els enunciats i solucions dels problemes que
varem tractar per tal que, aquells que no vareu poder-hi assistir o no us va vagar
de fer-ho, pogueu adonar-vos de la mena de qiiestions que alla es van resoldre.

Es cert que, el curs passat, hi va haver potser un xic massa d’improvitzacié en
la resolucié dels problemes. Les sessions s’havien iniciat amb una col-leccié ini-
cial de problemes —que es varen resoldre gairebé en la seva totalitat—, pero
I’entusiasme d’alguns dels participants va fer que les sessions s’allunyessin un xic
del proposit inicial: resoldre els problemes inicialment plantejats i reflexionar so-
bre ells, tedricament i sobretot didactica. Ben cert que no s’exclou pas la possibi-
litat d’introduir, durant les sessions, nous problemes que permetin d’aprofundir
en els temes que s’estan debatent. Perd la intencié, no sempre acomplerta, és
de fer-ho seguint la problematica que ha sorgit en el propi debat del Forum,
provocat per la resolucié —i, a voltes, per l'intent de resolucié— concreta dels
problemes que s’han anat tractant.

També és possible de presentar problemes més dificils els quals poden ser resolts
en acabar-se el Forum per tots els que hi estiguin interessats o bé dedicant-los
alguna sessi6 extraordinaria que caldra concretar.



Amb tot, i per tal de poder conduir més ordenadament el Forum d’engunay, us
oferim ja des d’ara mateix una col-leccié6 d’una seixantena de problemes, agrupats
de sis en sis. La intencié és de resoldre’n [o almenys d’intentar-ho] sis en cada una
~ de les sessions. Tots els que hi assistim podem participar-hi activament, exposant
les nostres reflexions, els nostres dubtes, les nostres limitacions, els nostres encerts
i tot alld que els problemes ens hagin suggerit.

Creiem que la iniciativa és excel-lent i una prova d’aquesta creenga la constitueix
’éxit que han tingut les sessions de problemes per a estudiants de BUP i COU que
pensen presentar-se a 1’ Olimpiada Matematica. La iniciativa de realitzar aquestes
sessions va sorgir en el Forum del curs passat i ’han dut a terme professors de
les quatre universitats que hi van assistir. Es ben probable que aquesta iniciativa
trobi continuitat en els propers anys i també és possible que ti vulguis dir-hi
quelcom, desitgis participar-hi, intervenir-hi d’alguna manera - - - Una manera de
fer-ho és a partir del Forum de Problemes on, aix{ ho espero, ens aplegarem
tots els interessats en aquestes giiestions.

La nostra intencié és lidica, perd som conscients del mén real en el qual vi-
vim. Per aix0 estem intentant d’aconseguir que aquest Forum sigui acceptat
per la Generalitat com idoni per a aconseguir meérits de promocié per professors
d’ensenyament no universitari. Per aquesta ra6 hem pensat que fora b6 que el
Forum tingués trenta hores de durada total, distribuides en deu sessions, en
setmanes alternes, de tres hores de durada cada una.

La primera trobada tindra lloc als locals de 'Institut d’Estudis catalans el
proper dimarts dia 18 de gener a partir de les 18® 30™ i comencarem amb els sis
primers problemes de la pagina 52.

Anima’t i vine. T’ho passaras d’alld més be. T’hi esperem!



Problemes resolts en.el decurs del curs
| 1992-1993



Entre els problemes que usualment es proposen a les Olimpfades Matematiques
Internacionals, és forca habital trobar-ne dels segiients tipus:

Problemes d’“ofici matematic”

Anomenen aix{ aquells problemes la resolucié dels quals depén de ’ofici matematic
més que no pas de la idea felig. Tracten de temes com ara.:

Trigonometria;

Nombres complexos;
Successions i llurs lfmits;
Series;

Funcions.

Problemes de Geometria

Hi ha forga problemes de geometria, tant de geometria plana com de I’espai. Molts
d’ells giren al voltant de la geometria del triangle: construccions, desigualtats,
qiiestions relatives a 1’area, etc. De fet, molts d’aquests problemes s6n alhora
problemes d’ofici, perd a ’actualitat, molts de nosasltres no hem rebut massa
formacié de Geometria Sintética i aquests problemes representen un repte ben
diferent del que podien haver representat en d’altres époques.

Problemes de Teori Nombr:

Potser sén el més abundants. Malgrat que molts sén d’idea felig, tenen I’interes
que normalment es poden resoldre de diverses maneres i els intents de resolucié
aporten elements de coneixement forga importants al voltant de temes com ara:
descomposicié en nombres primers, indicador d’Euler, suma dels divisors, con-
gruéncies, etc.

Probl Idi
Problemes amb un enunciat “divertit” i la resolucié dels quals es pot fer d’una

manera més aviat enginyosa sense necessitat de grans matematitzacions. No sén
pas massa freqiients, perd sén interessants per la seva propia naturalesa.

A la llista que segueix suggerim problemes dels quatre tipus. El fet que un
problema es trobi en un lloc o0 bé en un altre no vol dir pas que s’hagi de fer
necessariament d’una certa manera. Es solament una manera d’organitzar-los.
I sovint hi ha diverses maneres de resoldre’ls, algunes sén “d’idea feli¢”, mentre
que d’altres sén “d’ofici”. :



Problemes d’ofici



1. (Newton) Trobeu una férmula tancada per a ’expressi6:

sinxz +sin2x +sin3z + - - - + sinnz.

Primera solucié

sinz +sin2z + --- +sinnz = Img (e'* + €** + ... + e™?)
einTeiz _ iz P (einz - l) (e—iz - 1)
=Img—5 3 = M (= - 1)
_1 en® — 1 — itz | iz _ sinnz —sin(n+ 1)z +sinz
=1me 2 —2cosz = 2(1 — cosz)
2n+1 . T . Tz n+l1 . n
_2003( ) a:)sm(—é—)+2sm5cos§ _ sin——z sin >z
= 2z = nZ
4sin 2 sin 5
Segona solucié
Cal tenir en compte que
] -
2sin§sin(z+k6)=cos(z+2k2 16)-cos(z+£’-°-;—15)
Aleshores
2sinésin = cos a:—é —cos :r:-{-é ;
22T = 2 2)’
.6, 6 3
2sm§sm(a:+8) = cos z+§ —cos a:+§6 ;

2n—3' 2n—-1
cos |z + 2 6)—cos|z+ 2 6).

i 1= 90— E) (4 2520)

28ingsin(a: + (n—1)6)

Per tant,

Ara fem 6 = z i obtenim

. T . T 2n+1 . n+l | nz
2sm§[smz+~-+smn:c]—cos-2-—cos 5 z = 2sin 3 x-gn—i—
i finalment,
. n . n+l
SIn = - SIn T
sinz +8in2z + - +sinng = —2—— 2
sin§



2. Donat el polinomi z2 + pz? + qz + r, trobeu les condicions que
han de complir els coeficients p, q, i r per tal que les tres arrels
del polinomi formin un triangle equilater del pla complex.

Solucié

Siguin z;, 22 i 23 les arrels i zp el centre del triangle. Si z és el vector complex que va de 2 a
z;, tindrem z; =20+ 2:1,29 =29+ 2-€,23 = 29+ z- 0, on 1, € i 7 s6n les arrels clibiques de la
unitat; el seu producte és 1, la seva suma és 0 i la suma de productes de dues en dues és 0.

-p = ) z=3x;
q = Zziza = 32;
i<j
-r = 212923 = zg + 2.
D’aquestes relacions en surt que
-z
3

Recfprocament, si es compleix aquesta tltima relacié entre p i q llavors fent el canvi z = y—g,
I’equacié es converteix en

3,0
Y +27+r—0

3
que té solucions y; = a,yo = a-€iys = a-n, on « és 'arrel cibica real de —r — % Resulta

T = —g +a,z3= —g +a-eizzg= —% + a - n, que s6n els vértexs d’un triangle equilater.



3. (OI 1962) Resoleu l'equacié cos?® z + cos?(2z) + cos?(3z) = 1.

Primera solucié

Es compleix

14 cos2z 1+ cosdx

2 =
2 + ) + cos* 3z 1
€082z + cos 4z + cos® 3z 0
2cos3zcosz +cos?3z = 0
cos3z(2cosz +cos3z) = 0
cos3z (cosz +2coszcos2zr) = 0
cos 3z cosz (1 + 2cos 2x) 0
i aquesta equacié té solucions
T
cos3z = 0, T = §r+§, k € Z,
cosr = 0, z = 5+k1r, k€ Z;
1 21.‘.]37[
082z = ->, =z = 6  keZ
2 4
—+k
6
Segona solucié
coslz = cos?z;
cos?2 = [2c08?z-17 = 1 -4cos’z +4costz;
cos?3z = [4cosdz—3cosz)’ = 9cos?z —24costz + 16cost z.

D’on:
cos?z + cos? 2z + cos? 3z = 16cos® z — 20cos® £ + 6cos? z +1 = 1.

Si resolem ara aquesta equaci6, obtenim

cos?x =0, 8cos®r—10cos’z+3=0.
Fﬁadir,
cosz =0, cos:c=:l:-?, cos:z:=:l:‘/7§

i hem acabat.



4. (OI 1965) Considereu el sistema d’equacions
an + a12%2 + a1323 =0
a21%1 + a2 + G233 =0
a3T1 + a3 + azsr3 =0
amb incognites x1, T3, 3. Els coeficients satisfan les condicions

(a) a1, a9, ass s6n nombres positius;

(b) els altres coeficients sén nombres negatius;

(¢) acada equacid, la suma dels coeficients és positiva.

Demostreuoque el sistema proposat només té la solucié z; =
To9 = T3 = L.

Solucié

En ser el sistema homogeni solament cal veure que la matriu dels coeficients

a1 a2 a13 a;; t+ai2+a3 a2 a3
a1 a22 a23 |=| a21taz2+azs a2 axs |=
a31 az2 Gag3 a3; +ag2 +az3 agz ass
a2 a3 a2 a3 a2 a3
= (811 + 612+ a13) — (@21 + a2z + a23) . + (a31 + a32 + as3) ars

té determinant no nul. Perd, com que tots els paréntesis sén positius, el segon determinant és
negatiu i el tercer positiu, podrem assegurar que el determinant de la matriu del sistema és
positiu si demostrem que

2 9 | S0
a3y ass
Ara bé,
a21 +a2+a3>0 = ap>-—axs
ag1 +azgx+azgz3 >0 = agz > —az
i per tant ’
G2 @23
= a2 G33 — G23 37 = a2 ags — (—azs) (—as2) > a2 a33 — a2 azz = 0.
az; ass :




/4 27 3= 1
5. (OI 1963) Demostreu que cos — — cos — + €oS — = —.
7 7 7 2
Primera solucié
Multiplicant i dividint I’expressié cos-; --oosz,?I +cosi77£ per 2sin; es té:
. T T 2 3 2 3
231n—(cos——oos——+oos—) in™ cos™ — 26in ™ cos 2" + 2sin ™ cos 5
7 7 7 7 =2sm7<>os7 2sm7oos7+2sm7cos7
2sin = 2sin ~
7 7
, 3w . . 2w 4
B kv Bl e s ) M R
T g
2sm77- 2sm7
m
_ 8!!]7 —1
=—F=3
2sm7
Segona solucié
Com que
—o0s 2" con (= 27 = ooe &
7 7 )=
la suma de I’enunciat esdevé
T Ky ¢ 5
oos-,-7-+oos7+oos7.

Siguin 1;,134;,1;*,—1,194;,14;,141 les arrels de 1’equacié =7 + 1, la suma de les quals és
igual a 0, o equivalentment

13 +1"F +lyf_ +19* +11§; +11§; =1.
La part real de ’anterior suma també és 1.
Aixf doncs
T 3r 57 9 _1_11 137

0(37 +0037+0037+003?+008 7 +008—7—=1,

perd de cos(2m — a) = cos a se’n dedueix que
2 coszr--i-cos:;"r-i-coss—1r =1
7 7 7))

i d’acf el resultat.



6. (OI 1976) Sigui Pi(z) = z?2 -2 i Pj(z) = P, (Pj-1()) per a
j =2,3,.... Demostreu que, per a qualsevol enter positiu n,
les arrels de I'equacié P,(z) = z s6n totes reals i diferents.

Primera solucié

Py(x) = 22 — 2 té dos zeros a /2 i un mfnim al punt 0 on pren el valor —2.

Py(z) té dos mfnims als punts £+/2 on pren el valor —2 i un maxim al punt 0 on pren el valor
2. Com que P;(2) = Py(—2) resulta que P5(2) ha de tenir 4 zeros.

Es pot demostrar per induccié sobre n que

a) Pp(z) té 2" zeros diferents ay.

b) P,(z) té 2"~! mfnims B;, on P,(B;) = —2.
c) Pa(z) té 2*~! — 1 maxims i, on Pp(vx) = 2.
d) Py(2) = Pa(-2) =2

e) Tots els ay, B; i yx s6n diferents.

A la demostracié cal tenir present que els zeros de P, passen a ser mfnims de P,,; i que els
maxims i mfnims de P, es converteixen en maxims de P4 ;.

A Dinterval [-2,2] la funcié polindmica F,(z) = P,(z) — = és positiva en els punts on P,
val 2, i és negativa en els punts on P, val —2. Per tant s’ha d’anul-lar en 2" punts diferents.

Nota. Els polinomis P, estan relacionats amb els polinomis de CebySev a través de la relacié
P,(z) = 2T (/2).

Segona solucié
Sabem que
cos2t = cos®t — sin?t = 2cos?t — 1.
Fem z(t) = 2cost. Aleshores
Py(z(t)) = 4cos®t — 2 = 2cos 2t;
Pz(z(t)) =P (Pl(z(t))) = 2cosdt;
P,.(z(t)) = 2eos2"t
Ara volem que P, (z(t)) = z(t), que en aquest context es transforma en 2 cos 2"t = 2cost. D’on:
cos2™t =cost ssi 2"t = %t + 2km.

Finalment,
2kn 2kn







Problemes de geometria del triangle






7. (OI 1959) Construiu un triangle rectangle amb hipotenusa
onada c de manera que la mediana corresponent a la hipote-
nusa sigui la mitja geometrica dels dos catets del triangle.

Primera solucié

Fem un cercle de diametre c. Hem de buscar un triangle rectangle amb el vértex damunt de la

semicircumferéncia. Tot rau a trobar-li 'algada h. Sabem que la seva area és %b = % D’on

ab = ch. D’altra banda ab = % Per tant h = 2-
Segona solucié

D’una banda sabem que la mediana m = %, ja que sén radis d’'una mateixa circumferéncia.
2
Volem que m2 =a-b= (g) . Aleshores, com que
a4+ +2a-b = (a+b)?
a® 4+ -2a-b = (a—b)?,

resulta que
[,. & \/3
a+b = Cz-l-? = c 2
2 \/T
acb = yé-3 = oz
i hem acabat.

Nota. Observem que, d’entrada, el problema rau a tallar una hipérbola equilatera a - b = %

i una circumferéncia a2 + b2 = ¢2, on c és conegut, perd una analisi més detallada ens mostra
que és un problema resoluble amb regle i compas.




8. (OI 1961) Siguin a, b, ¢ els costats d’un triangle i T la seva

area. Demostreu que a2 + b + ¢ > 4Tv/3. En quin cas val la
igualtat?

Primera solucié
Si designem per p el perfmetre del triangle, tindrem que p=a+ b+ c.

conegut que, d’entre tots els triangles de perfmetre donat, el triangle equilater és el que
té la maxima area. I aquesta Area val

&)
3 4
p\2 V3
Pertant,Ts(3) 4.Am.,comque |
PP = (a+b+c)? = a®+b*+c+2ab+ 2bc+ 2ac

(a=b)2+(b—-c)?+(c—a)® = 2a®+2b%+2c* — 2ab — 2bc — 2ac,

resulta que p? + (a — b)2 + (b—c)® + (c— a)2 =3 (a® + b2 + ¢?) . D'on: p? < 3(a? +b% + ¢2),
amb igualtat si, i només si, a =b=rc.

De tot aixd se’n segueix que
2
<@t ¥+2V3
- 3 4
i hem acabat.
Segona solucié

Sigui h una de les algades que cauen dins del triangle i suposem que és ’alcada que correspon al
;::;s?:. g.i Designem per m, n les dues parts en que h divideix a. Tenim que b2 = h2 + m?,2 =
T= %(m + n)h.

Amb aquesta nomenclatura la desigualtat que volem provar és
2h% 4+ m? + n? + (m+n)? > 2v3(m +n)h
que és equivalent la 1’expressié quadratica en h:

Q(h) = h? = V3(m + n)h + n? + m? + mn > 0. (1)

2 2
Si completem quadrats resulta que Q(k) = |h— ‘/Ti(m-i-n) + [%(m—n)] . Aleshores

Q(h) > 0, per a tot h, per tant la desigualtat (1) val per a tot h. Q(h) = O si, i només
si, m = n i h = /3m. En aquest cas el triangle és equilater i, per tant, a2 + b% + ¢ = 4T'V/3.

12



9. (OI 1960) Construiu un triangle ABC donades hg,hy (les
alcades d’A i de B) i m,, la mediana del vertex A.

Solucié

Considerem la figura adjunta, en la qual
hem dibuixat el cercle G de diAmetre AM
= mg,. Resulta que AHM, amb AH = h,,
és un triangle rectangle i M és el punt mig
de BC. A més MT és perpendicular a AC
i, per tant a BK = h, i val exactament la

meitat; és a dir, MT = -’;—b. Com podem
determinar el punt T?

Fem el cercle de diametre AM = m,. Di-
buixem el triangle rectangle AHM, amb
AM =m, i AH =h,.

Ara, amb centre en M i radi MT = -’-l-'f fem un arc de circumferéncia fins que tallem la

circumferéncia G en el punt T. Unint A amb T i perllongant convenientment AT i HM
determinarem el punt C i el problema estara resolt.

Nota. El metode que consisteix a suposar el problema resolt, i de la situacié que ens pro-
porciona el problema resolt, deduir-ne algunes caracterfstiques del probelma que ens permetin
de resoldre’l efectivament, fou usat a bastament pels matematics grecs i va rebre, en 1’obra
de PAPPOS, el nom d’andlisi. La sintesi era la resolucié del problema, a partir de les dades
donades; és a dir, el problema oposat a |’analisi. A aquest problema hem procedit primer per
analisi i després hem realitzat la sintesi.

13



10. (OI 1962) Considereu un triangle isoscels. Sigui r el radi de
la circumferéncia circumscrita i p el radi de la circumferéencia
inscrita. Demostreu que la distancia d entre els centres d’a-
questes dues circumferéncies és

Vr(r —2p).

Primera solucié

Els triangles CAD i CEI s6n rectangles i semblants, i es compleix

AD _CD
EI ~ CI’
El triangle ADI és isdscels i en resulta AD = DI =r —d i CI =r + d. La proporci6 anterior
queda aleshores en la forma
r—d _2r
‘ p r+d

I fent operacions tenim que r2 — d? = 2rp i d2 = r2 — 2rp = r(r — 2p).

En cas que el triangle sigui obtusangle, surt tot igual llevat que AD = DI = r+d i
Cl=r-d.

14



Segona solucié

D’una banda - E _
2 IC Ic’

sin— = Q = -{-D—

2 2r 2r’

ja que el triangle DBM és isdscels i de l’altra, IC - ID = r2 — d? = (r + d)(r — d)..

Tot seguit ens vam plantejar si aquesta relaci6 era valida en general —de fet és un teorema que
fou establert per EULER— i com podfem fer-ho per tal de demostrar-lo.

En primer lloc podem observar que a la segona resolucié el fet que el triangle sigui isdscels,
malgrat el que pugui semblar, no juga cap paper. Els unics fets que juguen un paper sén la
invaridncia de la poténcia d’un punt a una circunferéncia i el fet que ’incentre —el centre de
la circumferéncia inscrita— sigui el punt on es tallen les bisectrius. Considerem la poténcia del
punt I respcete de la circumfer®ncia circumscrita usant dues rectes: la recta CID que passa
pels punts —alineats— C,I i D, on D és el punt mig de I’arc que correspon a la corda AB enla
circumnferéncia crcumscrita i JO la recta que uneix els dos centres, el circumcentre i 'incentre.
Considerem d’altra banda el triangle AOD de la figura segiient. Es isoscels —aquest fet és
clau— i, per tant, com que AD = I D, podem refer la segona demostracié.

Una altra manera de veure-ho és la segiient:

Observem en primer lloc que si fixem els dos vertexs A i B d’un triangle i fem moure el vértex
C, mantenint fixa la circumferéncia circumscrita, l'incentre descriu ’arc capag del segment AB
vist sota 'angle 7/2 + C/2. Aquest arc té centre al punt D intersecci6 de la mediatriu d’AB
amb la circumferéncia circumscrita. (Fgura de l’esquerra.)

15



~

:u//
/h
N

Sigui s = AD (= DI per la consideracié anterior, figura de la dreta), m = DQ i n = IP.
El triangle EAD és rectangle i pel teorema del catet s2 = 2rm. El triangle OPI també és
rectangle i pel teorema de Pitagoras & = (r — p — m)? + n?. Aplicant novament el teorema de
Pitagoras al triangle IPD surt n? = s2 — (p + m)?, i substituint a la igualtat anterior, tenint
present la igualtat s2 = 2rm, déna & = (r — p—m)2 + 52 — (p+m)? = r2 — 2rp = r(r — 2p).

16



Problemes de teoria de nombres



11. (OI 1969) Demostreu que, per a tot n > 1, n* + 4 és sempre
un nombre compost.

Solucié

ndta=n'—dn2+4-4n? = (n2-2)’ —4n? = (n2 = 2+2n) (n>—2—2n).

12. (OI 1959) Demostreu que, per a tot nombre natural n, la

.. 21ln+4
fraccid m es ll'l'edllCtlble.

Solucié

Si d és un divisor de 21n + 4 i de 14n + 3, llavors d divideix també
2(21n+4)=42n+8 i 3(14n+3)=42n+9.

Per tant divideix la diferéncia que és 1.

13. (OI 1964) (a) Trobeu tots els enters positius m pels quals
2" — 1 és divisible per 7.

(b) Demostreu que no existeix cap enter positiu n pel qual
2" + 1 és divisible per 7.

Solucié

(8) A Z; es compleix que 2° =1,2! =2,22 =4 i 23 = 1 de forma que l'ordre de 2 a Z7 é 3.
Per tant 2" — 1 és divisible per 7 si, i només si, n és miiltiple de 3.

(b) De la mateixa manera, 2" + 1 sera divisible per 7 si, i només si, 2" = —1 = 6 a Z, la qual
cosa és impossible.
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14. (OI 1972) Siguin m i n enters no negatius qualssevol. Demos-
treu que

(2m)! (2n)!
m!n! (m+ n)!

és un enter. (o' =1).

Primera solucié

En primer lloc recodem que s’anomena valoracié p—ddica d’un enter a # 0, i s’indica v,(a),
I’exponent amb el que el primer p figura a la descomposicié d’a en factors primers.
De la mateixa definicié en resulta facilment que vp(a) > 0, que v,(1) = 0, i que, si a,b

sén enters no nuls, vp(a - b) = vp(a) + vp(b). Si 2 ¢és un nombre racional no nul, es defineix
m n
vp (;) = vp(m) — vp(n).
El nombre racional '—:- serd enter ssi, per a tot nombre primer p, vp(m) > vp(n).

Per tant resoldre la qiiesti6 plantejada és equivalent a demostrar que

{ vp ((2m)! (2n)!) — v, (m!n! (m +n)!) =

) = vp ((2m)!) + v, ((2n)!) — vp (M!) — vp (n!) —vp (M + n)!) 20,

per a tot nombre primer p.

[ o]
Es sabut que vp(m!) = 2 [-;g] , on [g] representa la part entera del nombre racional
i=1

m . . . p 41 m .
- F.‘sclarqueaquestasumaésﬁmtajaque, sipf Sm<pt, || =0perai>r+1.
Per demsotrar-ho primer es comprova que és cert per a m = 0, i després es pot procedir o bé
per induccié sobre m o bé simplement comptant quantes vegades apareix el factor p a m! amb
exponent igual almenys a 1, quantes amb exponent igual almenys a 2, quantes amb exponent
almenys igual a 3, etc.

Tenint aixd en compte, provar (1) és equivalent a provar que, per a tot primer p,

> [2m 2 [2n] X [m [n ~[m+n
LF 2 F - E R - 5] =

=1 i=1 4

Com que totes les sumes sén finites aquesta condicié es pot escriure en la forma

% (7 [7-B1- (- [ =
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per tant basta provar que

5]+ 3]l

per a tot primer pi tot i > 1.
Si posem

m n
— = +a 0<ax<l, —=[ ]+ , 0<B<1,
r P’] r “ -

es té

[l =2 vee (] =2l vem [ = 5]+ [5] vlevan

Per tant [] [%l_PJ_PJ_zﬁﬁy42Hpm o+ A]

que pot ser 0 o 1 segons els valors d’a i 8.
Ezemple

14!30! \
7!15!22!"23'3 -5-13.23-29 = 3121560.

Analisi del problema

Comentari: Aquest problema es podria classificar com un problema d’ofici matematic: és
prou dificil com perque no surti en una primera aproximacié “naif” perd, si se n’ha vist algun
altre de semblant, és forca rutinari. En tot cas, és prou instructiu.

Solucié: En un primer intent es pot abordar el problema per inducci6, per exemple sobre n,
tot mantenint m fix. Perd el cas n = 0 ja ens presenta problemes. Si anomenem f(m, n) a
I’expressié en qiiesti6, el cas f(m,0) és

_ (2m)!
f(m,0) = ——
1 .
que sabem que és un sencer perqué s::r:r)z' = 2’;" = C3;, sén les combinacions de 2m
elements agafats d'm en m. Arribats a aquest punt ens podem plantejar ja una pregunta
m!

rellevant: com es demostra que és un nombre sencer sense fer servir el

n | = al(m—n)!
fet que aquest nimero representa el nombre de combinacions d’m elements agafats d’n en n?



De moment deixem la pregunta a 1’aire i seguim els nostres intents de demostrar el resultat
inicial per inducci6é sobre n. Ja sabem que f(m,0) és un sencer. Ara suposem que f(m,n)
també ho és i intentem de demostrar que f(m,n + 1) també ho és:

(2m)!(2n + 2)! _ (2m)!(2n + 2)(2n + 1)(2n)!
fmntl) = o im 1) = i(nt Dnlim+nt D(m+n)!
__@m)@n) An+1)@n+1) Sy K2t D)

T minl(m+n) (n+1)(m+n+1) " m4n+ 1

Per desgracia el fet que f(m,n) sigui sencer no ens ajuda pas gaire a I’hora de demostrar que
f(m,n +1) € N. Si haguessim aconseguit trobar una relacié similar perd sumant en comptes
de muitiplcant, llavors hi hauria més possibilitats d’xit.

Ens veiem obligats a abandonar aquesta via que, malgrat el fracAs, ens ha deixat dos fets
importants que cal retenir:

2m)! 2m . 2m)!
1. gn-'% =\m |= Chwy 1 per tant % és un sencer perqué respon a un problema
combinatori.
m m! .
2. La pregunta: com es demostra que ( n ) = m és un enter sense fer servir el
fet que aquest nimero representa el nombre de combinacions d’m elements agafats d’n
en n?

El fet 1) ens condueix a reformular el nostre problema en el sentit indicat: podem trobar un
problema combinatori la resolucié del qual sigui precisament ’expressié f(m,n)?

Unes quantes manipulacionms porten 1’expressié original d’f(m, n) a una forma potser més
engrescadora en aquesta lfnia:

2m 2n
(2m)!(2n)!  (2m)!(2n)!min! [ 2m 2n min! ( m ) ( n )
m!n!(m+n)!—m!m!n!n!(m+n)!_( m )( n )(m+n)!_ m+n )
(")
Queda com a problema obert el trobar un enunciat en termes combinatoris, la solucié del qual
doni exactament aquesta expressiob.

2) La resposta es pot trobar a qualsevol llibre d’analisi algebraica o de teoria de nombres
elemental®:

Lema. El nombre de vegades que un primer p divideiz ezactament m! és igual a:

2125 5l

on [z] representa la part entera d’z.

1Veure per exemple Introduccién a la teorfa elemental de niimeros. Niven y Zuckerman, Ed. Limusa, 88-89
o bé La teorfa de los nimeros. J. Cilleruelo y A. Cérdoba. Ed. Biblioteca Mondadori, Madrid, 1992, 2-4.
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La strie anterior de fet és finta ja que quan p* > m, [I%] =0.
Amb aquest resultat és facil veure que tot primer que aparegui a la descomposicié en factors

primers d’n! o d’(m — n)! (suposant n < m) apareix a la descomposicié en factors primers d’m!
i amb exponent més petit o igual i que, si un primer p apareix alhora a la descomposicié d’n! i

Pm 5]+ =2 < (5]

és un enter.

En COIIS&]IIéHCIB, n!(m——n)’

Aixd ens déna la clau per trobar una demostracié del nostre problema: estudiem la des-
composicié en factors primers del numerador i del denominador de I’expressi6 i intentem de
demostrar que tots els factors primers del denominador apareixen a la descomposici6 del nu-
merador amb exponent més petit o igual:

Si p és un factor primer del denominador, és un factor primer del numerador. En efecte, si
p és un factor primer del denominador, p apareix a la descomposicié d’n! o d’m! o d’(m + n)!.
Lavors p < max (n,m,m + n) i per tant p < max (2n,2m,m + n). D’acf en deduim que p no
pot ser alhora > 2m i > 2n [ja que, si p < (m + n), aleshores 2p < 2(m + n)].
anem a veure que a < b:

m n m+n m+n
o = T2 - s (E ] [5)
2m 2n 2m 2n
—|+ = —l+|=
] ;([,,,] )
per un j fix. Ara podem demostrar que
resultat que es pot veure en general —si z,y > 0, [z] + [y] + [z +y] < [2x] + [2y]—, i que havfem
trobat ja a la primera resposta al problema.
y] = [z] + [y] + [r + s]; per una altra banda, 2z = [2z] + 2r i 2y = [2y] + 2s. Per tant
[2z] = 2[z] + [27], [2y] = 2[y] + [2s]. Cal, doncs, comparar les dues expressions segiients:

o
]

Ara, si p® és la contribucié del factor primer p al denominador i p® és la del numerador,
J
m+n 2m 2n
S — |+ )
5]+ B+ 5] < 5]+ 3]
Si fem z = [z] + r,y = [y] + s, llavors z + y = [z] + [y] + r + s, que ens diu que [z +
£+l ++y] = o]+ ]+ =+ bl+Ir+4]

2z] + [2y]) = 2]+ 2[y] + [2r] + [23].

N’hi ha prou, doncs, a establir que [r + s] < [r] + [s], amb 0 < r,s < 1, relaci6 immediata si
analitzem els casos possibles: 1 <r+s<2,r+s<1.



Segona solucié

Considerem la taula triangular dels valors a* = f(m,n):

1
2 2
6 2 6
20 4 4 20
70 10 6 10 70

252 28 12 12 28 252

Ara, a ull, hem de veure si és possible de trobar un lligam entre un cert a,,,, i d’altres axs, amb
k<mol<n.

S’observa forca facilment que cada element és igual a quatre vegades el que té a la fila de
sobre a ’esquerra menys el que té a 1’esquerra. Per exemple:

10=4-20-70; 6=4-4-6;, 10=4-4-6; 70=4-20—10;
28=4-70-252; 12=4-10-28; 12=4-6-12; 28=4-.10-—-12; 252=4.70—28.
Ara podrfem deduir perfectament la setena fila: primerament calculem

1210!  12.11-10-9.8.7
elole! 6!

a§ = £(6,0) = =924.
Aleshores
a} =4.a5 —a =4.252-924 = 84, etc.
Si la nostra conjectura és certa la setena filera calculada a ma i calculada amb I’expressié
anterior coincidira.
Ara, per tal de completar el problema, cal provar que

a::. =f(m,n)=4-f(m,n—1)—f(m+l,n).
Provem-ho per induccié sobre n:

2m 2m!
) 2t e

oQuann=0,a{,"=( = T .

e Suposem-ho cert par a n —1 i per a tot m. Aleshores és evident que f(m,n) € N.

Nota. Aquest metode, inductiu, és d’una gran utilitat per tal de poder “ensumar” relacions
numeriques, perd en canvi I’hem desterrat gairebé del tot de les teécniques d’ensenyament i
d’aprenentatge.



15. (OI 1975) Quan 4444*% s’escriu amb notacié decimal, la
suma dels seus digits és A. Sigui B la suma dels digits d’A.
Trobeu la suma dels digits de B. (A i B s’escriuen en notaci6
decimal.)

Solucié

Sigui N = 4444*44 j C la suma de B. Es verifica
N=A=B=C (mdd)9).
Pel teorema petit de Fermat2, com que ¢(9) = 6 i m.c.d(4444,9) = 1 es té que
44445 =1 (mdd 9).

D’altra banda, 4444 = 740 - 6 + 4 i per tant 44444444 = £4445740+4 = £ 444* (mdd 9).
Perd 4444 = 493 -9 + 7 i per tant 44444 = 7% = 7 (mdd 9). Es té doncs

N=A=B=C=7(mdd9).

Com que
log 4444444 = 4444 - log 4444 = 16210.7077 ...

el nombre de xifres d’N és 16211 i, com que A =7 (mod 9), A < 16210-9 + 7 = 145897. Per
tant el nombre de xifres d’A és com a maxim 6 i B < 5-9+ 7 = 52. El nombre de xifres de
B és doncs com a maxim 2 i la primera d’elles és < 5. D’on en resulta que C < 14 i, com que
C=7(mdd9),C=T.

Plantejament didactic del problema

1. Demostrar que la suma A dels dfgits d’'un nombre N (escrit en notacié decimal) i el
nombre N donen el mateix romanent al dividir-los per 9.

2. Demostrar que, si el m.c.d.(N,9) = 1, el romanent de dividir N€ per 9 és 1.
3. Demostrar que N = 4444444 déna com a romanent 7 al dividir-lo per 9.

4. Tenint en compte el significat de la caracterfstica del logaritme decimal d’'un nombre,
calcular el nombre de xifres d’N = 44444444,

5. Si B és la suma dels dfgits d’A, quan val la suma dels dfgits de B quan N = 44444447

Nota. Es pot utilitzar aquest problema per introduir el concepte de equivaléncia i fins i tot
per arribar al teorema petit de Fermat.

2Recordem que el teorema petit de Fermat diu que, si m.c.d(a,m) = 1, aleshores a®(™) = 1 (mdod m), a on
©(z) és la funcié d’Euler, que ens déna el nombre de ndmeros sencers 1 < k < m, primers amb m.

A



Problemes lidics/variats



1

16. Sumeu tots els nombres de la forma T g @ on
1Qp -+ G
{al, as,...,ax} recorre totes les parts no buides del conjunt
1,2,...,n}.

Primera solucié

A I’hora de dissenyar una estratgia per resoldre un problema com el de I’enunciat en el qual,
efectivament trobem una forma de resoldre el sumatori proposat, la forma de la solucié dependra
d’n, és convenient d’elaborar una petita taula pels primers valors d’n, per tal de veure si els
resultats fets a ma ens suggereixen una férmula tancada pel sumatori.

Per a n =1, tenim S(1) =1.

Per a n =2, tenim S(2) = - + + 2.

o
I\
]

1
2

[l

1 1

. 1 1 1 1 1
Per a n = 3, ten1mS(3)=T+§+-1—.-§+§+1.3+2'3+1‘2.3.

reordenant-la, I’expressi6 anterior és igual a:

1 1 1 1 /1 1 1 2 1
(1+2+12)+3 (1+ +12)+ =2+3+3.

Veiem que,

Per a n = 4, seguint el mateix procés de reagrupacié tindriem:

1 1 3 1
S@) =5@)+7 S +5=3+3+7.

La mateixa tasca d’elaborar aquesta petita taula porta en el seu si el meétode per resoldre
efectivament el problema per inducci6é sobre n. La taula ens suggereix que S(n) = n, perd
al mateix temps ens proporciona la forma de demostrar aquest resultat. Al cap i a la fi el
procediment anterior no fa altra cosa que validar un fet dintre del quefer matematic: quan se
sap on volem arribar és més facil de cercar el camf que condueix a 1’objectiu.

Volem demostrar que S(n) = n, per a tot n € N.

Demostracié per induccié. Per a n = 1 la férmula és trivialment certa.
Suposem-la certa per a n = k—1, és a dir, suposem que S(k —1) = k—1. Llavors tenim que
S(k) esta formada per totes les sumes que contenia S(k — 1), més aquelles altres que resultarien

d’afegir en el denominador el factor k a les anteriors més la fraccié e Aixé6 doncs:

1 1 k-1 1
Sk) =Sk -1+ -S(k-1)+z=k-1+——+1.
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Segona solucié

Tanmateix, per aquest problema hi ha una forma de resolucié més sintética que permet d’arribar
a la férmula que hem demostrat de forma directa. Si considerem el polinomi normalitzat que
té com a tiniques arrels les fraccions unitaries

1 1 1
—5’ _3" vy _;’
llavors els coeficients k—&sims d’aquest polinomi estaran formats per les sumes de tots els
productes possibles d’(n — k) arrels del polinomi i, per tant, S(n) no sera altra cosa que la suma
de tots els coeficients del polinomi anterior, la qual cosa s’obté calculant el valor numeéric del
polinomi per a z = 1.
Resumint, si aquest polinomi ’anomenem P, (z), resulta que

P(z)=(z+1) (z-{-%) (z+%) (z+%)

S(n)=P,.(1)=(1+1)(1+%)---(1+%)=2-%-%---nnTl=n.

-1,

Llavors



17. Demostreu que és impossible de recobrir un tauler d’escacs
amb 31 fitxes de dominé col-locant-les de manera que una fitxa
cobreixi exactament dues caselles, després d’haver suprimit les
dues caselles que es troben a ’extrem d’una mateixa diagonal.

Solucié

Es un problema ben senzill. Cada fitxa cobreix una casella blanca i una casella negra. Cal
doncs que hi hagi la mateixa quantitat de caselles blanques que de caselles negres. Perd, si
suprimim les dues caselles de ’extrem d’una diagonal, suprimim dues caselles del mateix color
i trenquem la coincidéncia en el nombre de caselles.

n 1
18. Demostreu que Y Z no és sencer per a cap valor d'n.
k=1

Primera solucié

Si 2¢ és la maxima poténcia de 2 que apareix entre 1,2,...,n, definim ’enter
g=2"1.1.3.5...,

on1-3-5--.és el producte de tots els imparells menors o iguals a n.
Considerem el producte

S=q(t+l+ vttt cmtramt ot Tt
qo =9 172 % n)=H 2 o Gn,
on a; és un enter ja que g és miltiple de tots els denominadors excepte 2¢. Si S fos enter ¢S
també ho seria i g hauria de ser multiple de 2¢, la qual cosa és absurda per construccié.

Segona solucié

N
omés cal sumar 1+1+ +l+ 1 N 1
1 2 2 2041 2+k
amb k < 2. Aleshores el maxim comiin denominador dels denominadors és de la forma
2‘pfl‘ e p"‘:, on cada p;_, és un primer senar. Aleshores el denominador és de la forma 2¢- M, M
senar, i el numerador és de la forma 2 - N + 1, ja que tots els numeradors sén parells llevat el

que correspon a % que és precisament M.
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19. (OI 1972) Demostreu que donat un conjunt de 10 ndmeros
diferents de dues xifres (en el sistema decimal) sempre és pos-
sible de seleccionar dos subconjunts diferents els membres dels
quals tinguin la mateixa suma.

Solucié
El nombre de subconjunts propis que es poden formar és
10 10 10 10 10 10 10 10 10
(2)+(2)+(3)+(2)+(3)+(3)+(7)+(5)+(7)-
=210_2=1022

Les possibles sumes dels elements d’aquests conjunts prenen valors entre 101 (91+92+- - -+99) =
855 i per tant forcosament hi ha d’haver més d’un conjunt amb la mateixa suma.






Problemes plantejats en el decurs de les sessions






a? + b

20. Demostreu que, sia, bi = m s6n enters positius, llavors

] ab+1
m és un quadrat.
Solucié
Sia=1,b=1, a.leszhoregm=1 i per tant m és un quadrat.
Si m > 1, posant ?zb-:-bl = m en la forma a2 4+ b2 ~mab—m = 0, s’observa que I’enunciat

diu que P(a, b) és un punt de coordenades enteres i positives de la conica z2 + y2 —mzy =0
on m é8 un enter positiu.

Si m = 2, aleshores z? + y2 — 2zy — 2 = 0 o sigui que (z —y)2 — 2 = 0; és a dir, la cdnica
descompon en el producte de les dues rectes paralleles z —y — V2 =0iz—y+ v2 =01 per
tant no té cap punt de coordenades enteres.

Si m > 2, la cdnica és una hiperbola simetrica respecte de la recta £ = y i que no talla a
aquesta recta. Sigui A;(z1,y1) un punt d’aquesta hipérbola amb z1,y; enters positius i podem
suposar sense resctriccié que z; > y;. Observem que, si una de les coordenades a d’un punt de
la hiperbola és un enter positiu i ’altra coordenada b també és entera, ha de ser necessariament
positiva o nul-la perque siné seria a2 + > —mab > m i aixd és absurd.

Si substituim y; a 1’equacié6 de la conica, tindrem ’equacié de segon grau en z

2

2 —mzy; +2-m=0

y1—m

una arrel de la qual és z; il’altre és 3 = = my; — z;. La primera expressi6 d’z2 ens

1
diu que és més petit que y, i la segona que és un enter i per tant positiu o nul perque satisfa
I’equaci6
yf+z§ -myyza—m=0,
és a dir és un punt de la hipérbola.
Si zz = 0, resulta que m = y? i hem acabat la demostracié. Si zz > 0, repetim el procés

amb el punt A;(y;,z2) i obtindrem un punt Ag(zx2,y2) amb y; > z, enter positiu o nul tal que
Ty —m

Y2 = izy >y > x2 > y2. Com que aquesta successié és una successié de nombres

1
positius decreixents, el procés no podra continuar indefinidament arribant necessariament a
una coordenada 0. Si y, és el darrer terme no nul d’aquesta successié, m = y2, com volfem
demostrar.

31



21. Donat qualsevol a real, o > 1, construiu una successié {a;}
acotada [Vi € N (Ja;| < C)], tal que els seus termes verifiquin:

Vi,j €N(la;i —aj| - |i —j|* 2> 1).

L’anterior enunciat correspon a un dels 8 problemes que van ser formulats a les proves finals de
I’Olimpfada Internacional de Matematiques de fa dos anys i que fou publicat pel Butlletf de la
Seccié de Matematiques, 7 (1992) de 'LE.C.

L’existéncia de l'exponent o suggereix, sibilinament, que aquest requisit ha de ser impres-
cindible per a la resoluci6 del problema —més endavant veurem que no és pas aixf—, i a I’hora
aquest mateix exponent fa nosa en el moment d’assajar una via de solucié.

Anem a exposar a continuaci6 la solucié “oficial” al problema que fou presentada al forum
per ’estudiant Ignasi Mundet, el qual I’havia tret de la revista Normat, 1992. A continuacié
exposarem dues solucions més, endurint perd les hipodtesis de partida, prenent com a valor d’a
I'1.

Primera solucié [Solucié oficial]

Es basa amb una utilitzacié adequada de la convergéncia de la série armonica quan ’exponent

dels naturals &s més gran que 1 [Z — < oo,quan a > 1] L’enfocament de la solucié fa
i=0
imprescindible aquest punt de sortida.

La construccié6 de la successié rau en un procediment recorrent:
9 =0, Zivr =Mfim{z>0: (Vk <) (|2 —zk|- i +1-k|* 21)}.

Els termes de la successi6 satisfan la condicié de ’enunciat per la ptbpia construccié. Veiem
> ]

ara que tots els termes de la successié estan fitats pel valor 22 = D. En efecte, sigui a

=0’
un terme qualsevol de la successi6. Com que s’ha de venﬁcar

' 1
: —al>
(V3 < k) ('ak ai' Ik 'Ia)

si prenem les boles de centre z; i radi ————, la suma de les longituds de tots aquests

1
(k=)
segments és inferior a D, i per tant la ubicacié d’ax com a fnfim del complementari d’aquestes
boles obertes serd sempre ax < D.

Es evident que el procediment anterior obliga al fet que el valor d’« sigui superior a 1, per

tal de poder garantir I’afitament dels termes de la successié. Aix{, per exemple, si a = 2, llavors
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2
es pot assegurar que els termes de la successié estan tots ells dins de 'interval |0, %) ,perda

mesura que a s’apropa a 1, la fita de la successi6 anira creixent a valors cada cop més grans.

Segona solucié

Anem a veure a continuaci6 una alternativa de solucié que eviti la hipdtesi d’a > 1 i que els
termes de la successi6 compleixin |a; — aj| - |¢ — j| > 1.

Basant-nos en l’estructura decimal dels nombres reals, encabirem tots el termes de la successié
a l'interval [0, 10) de la manera segiient:

Els primers 10 termes de la successi6 seran 0,1,2,...,9.

Els segiients 10 termes seran 0.1,1.1,...,9.1. Ara vindrien els mateixos nombres perd can- .
viant 1’1 de la xifra de les décimes per un 2, i aix{ fins arribar a 0.9,1.9,...,9.9. A continuacié
el mateix perd fent augmentar d’una a una les xifres de les centésimes: 0.01,...,9.01,...

De fet, i deixant de banda I’esquema geometric en el qual s’inspira la construccié dels
nombres de la successié, és molt facil d’esbrinar quin és el decimal que es troba en un lloc
qualsevol de la successi6. N’hi ha prou amb agafar el nombre amb base decimal que déna el
lloc, capgirar-lo i posar la coma un lloc a la dreta de la primera xifra (que eventualment pot
ser zero). Per exemple, ay 357 = 7.531;a12 500 = 0521 Formalment, si I’expressié decimal del

lloc N ésiguala N = Zm -10%, aleshores ay = Zm -107%,
=0 =0
La successi6 aixf construida esta trivialment fitada per 10 i, a més, no és gens dificil de veure
que verifica la desigualtat de ’enunciat. Si prenem dos termes ben propers de la successi6, per
exemple, 3.145 i 3.146, la seva diferéncia és d’una mil-lésima, perd la diferéncia dels llocs a on
es troben és: 6 413 — 5 413 = 1 000, amb la qual cosa el producte de les dues diferencies és 1.

Nota. Aquest procediment el podem aplicar a una base inferior a 10, per exemple 3, i aixf
reduir el confinament de la successié al segment [0, 3). Tanmateix, no podem pas fer el mateix
per a la base binaria, doncs aleshores el segment [0, 2) no és prou llarg com per poder separar
adequadament els termes de la successi6, quan realitzem el retorn cap endarrera. Els intents
per modificar lleugerament la successié que es construiria en la base binaria, tot i fent una mica
més gran el confinament, han estat infroctusos.

Tercera solucié
Una tercera alternativa basada en un metode diferent per construir la successi6 condueix a una
fita lleugerament inferior a 3, perd no pas gaire més petita. Concretament la fita passaria a ser

f+-

La segiient solucié té la seva justificaci6 en el conegut teorema de Liouville sobre 1’aproximacié
d’un nombre algtbric per racionals, que ’any 1848 li permeté de construir el primer nombre
amb base decimal que era amb seguretat transcendent. L’enunciat d’aquest teorema diu:



Donat un nombre algébric o de grau n, existeir una constant M,, que
només depén d’a, tal que per a tot racional % satisfa la desigualtat

|a_£|>
q

Mo
o

Si considerem el nombre algtbric v/2, tindrem que es compleixen les segiients desigualtats
per a una constant M: ﬁ—%l > q—A: o multiplicant-ho tot per ¢2: qlgv2 —p| > M o

77 Iq\/§ —p| > 1. Si ara considerem la successi6

- & (- o).

on [z] vol dir part entera d’z, llavors la diferéncia entre dos termes d’aquesta successié6 donara
una expressi6 del mateix tipus, i es satisfaran les condicions de I’enunciat del problema: tots

els termes de la successi6 es troben dins del segment [0, —Al-l_) . Anem ara a detreminar el valor

dﬁ’

Considerem la successié a,, = Frac (nv/2) i la successi6 complementaria b, = 1—a,. Llavors
la diferéncia entre dos termes qualssevol de la successié a; déna lloc a un valor que pertany a
una de les dues successions. En efecte, sigui

o =Frac(iv2) =ivZ-pi;  a =Prac(jv2) = V2 -p;.

Llavors, si i > 7,
Jos — 3] = |G = W2~ (s - p9)| <1,
que en el cas que correspongui a a; > a; correspondra a un valor de la successi6 a;, i en el cas
contrari correspondra a un valor de la successi6 b;. _
Anem ara a demostrar que tots els termes d’ambdues successions satisfan les segiients desi-

gualtats: 1
n a,,>2‘/_ i "‘anﬁ—+§-.

Sabem que a, = nv2 - py, i com que (nv2 —p,) (RV2+p,) = 2n2 —p2 > 1 tenim:
nv2 - p, 2 ﬁ i multiplicant per n: n(nv2-p,) > ,/5:.1:':

diferents aproximacions inferiors d’v/2. [n\/i —pp > 0 implica v2 > %] . I per tant una fita

, perb s6n les

superior del denominador és 2/2 i s’obté la desigualtat na, > —— 5 \/_
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Ara demostrem l’altra desigualtat:
Tenim que b, és de la forma g, —nv2, on g, = p, +1. De fet, g, és el primer enter superior
a nv2, mentre que p, n’s el primer enter inferior. Com abans tenim que

(qn - n\/‘I’) (q.. + m/i) =g -2m?>1,

d’on n (g, —nv2) > . Perd ara g, —2v/2 > 0 implica v2 < % Es a dir, les diefernts

1
Vit
aproximacions a v/2 que representen les fraccions I s6n totes elles superiors a rel quadrada de

2. La taula de les primeres aproximacions seria ; '3 g 2 g, - Totes aquestes aproximacions

racionals tendeixen a rel quadrada de dos, quan n creix indefinidament.
Per a totes les fraccions %‘- tals que el seus numerador i denominador no verifiquen ’equacié

de Pell g2 —2n2 = 1 no hi ha cap mena de problema a I’hora de demostrar la desigualtat, ja que
podem escriure n (g, — nv2) > f2 =
1 1

fraccions, tenim que n (g, — "‘/-)-\/'.{.2 \/§+1>\/‘ 3
2+§

Els valors més petits de g, +v2 s’obtindran dels valors (gn, n) que satisfan I’equacié de Pell.
3 17 99

2'12° 70’

tant, — és una fita superior de totes elles i d’aquesta manera podem concloure que sempre es
complira

i, com que 2 é8 una fita superior de totes aquestes

Perd aquestes solucions [ ] formen una successié decreixent que tendeix a v/2 i, per

n — V2
n(a )>‘f——5

D’aquesta forma es podra constatar simultb,mament per ambdues successions a,, b, la

segiient desigualtat:
an (\/§+§) >1,nb, (\/§+ g) >1

la qual cosa garanteix que la successié formada de la segiient manera:
3
A, = (\/§+§) P\‘ac(n 2),
satisfa I’enunciat del problema, i tots els seus termes es troben dins en el segment [0, V2+ g) .

Nota. La solucié presentada mitjangant aquest metode és facilment generalitzable a d’altres
irracionals quadratics, perd el valor de la fita augmentaria. Resta per veure si és possible trobar
una altra successi6 de confinament inferior i si és possible de demostrar 1’existencia d’una fita
minima per tal que el problema tingui solucié. Els intents que hem fet per resoldre aquesta
darrera qiiestié han sigut infructuosos. Tanmateix el problema sembla prou interessant. ..
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22. Donat un triangle ABC, un punt @ sobre AB i la recta que passa per Q i
C, s’ha de demostrar que la circumferéncia que té per didmetre els incentres
I, i I, dels triangles ABC i BQC, talla el ent QC en el punt @ i un
altre P el qual dista p — c de C, amb independéncia de la posici6 de Q.

Solucié C

Siguin p;,p2 i ps els semiperfmetres dels triangles ABC, AQC i BQC respectivament. Es
comprova facilment que p; + p2 = p + d, on d és la distdncia de C a Q. Es compleix que

QT =QS1=p1-b i QI =QS;=p;—a.

Com que O és el punt mitja d’I;I;, per projeccié paral-lela, O’ és el punt mitja d’S;S,
i QS = QO — 0'S; = PO’ — 0'S; = PS, i, per tant, QP = QS; + S2P = QS + QS; =
QT2 +QT, = TiTz. Perd T'Tz = p1—b+p2 —a = p1 +p2—(b+a) = p+d—(2p—c) = d—(p—c),
d’on PC = p — c. La distancia de P a C és independent de la posicié de la recta QC i descriu
un arc de circumferéncia de centre C que passa pels punts de tangéncia en els costats a i b de
la circumfergncia inscrita al triangle ABC.



23. Donat un triangle ABC, trobeu un punt @ del costat AB tal que les cir-
cumferéncies als triangles AQC i1 BQC siguin tangents.

Solucié

A

Posem z = QT; = QS = QTz;y = ATy = AM;;t = BT, = BMy;z = CM; = CS = CMa.
Si p és el semiperfmetre del triangle ABC és té que 2p = 2y + 2z + 2t + 2z i es dedueix que
p=y+z2+t+z=y+2+a.

Resulta que AQ = y+ z = p—a, d’on es dedueix que Q és el peu de la perpendxcular tracada
des d’T a AB.
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24. Donat un triangle ABC, trobeu un punt @Q del costat AB tal que les cir-
cumferencies inscrites als triangles AQC i BQC tinguin el mateix radi.

Solucié
C
P
I
I L
s, )
4 5\ Q P T B

Sigui r el radi de les circumferéncies inscrites als triangles AQC i BQC, r’ el de la circumferéncia
de diametre I; I3, centres respectius de les circumferéncies anteriors, p, p; i p2 els semiperfmetres
d’ABC i BQC, d la distancia de Q a C.

De la semblanga dels triangles I; T, Q i ,T5Q en resulta T—’Q- = Q;zr?- ir?=TQ-QTs = (p1—

/
b)(p2 — a). De la semblanca dels triangles 1;5,0 i QPP’ en surt — = % i PP’ =2r,
Aplicant el teorema de Pitagoras al triangle QP’ P surt
(QP')? = (2r')% — (2r)? = ((p1 — b) + (p2 — 6))” — 4(p1 — b)(p2 — @) = \
= ((p1 — b)? + 2(p1 — b)(p2 — a) + (p2 — a)?) — 4(p1 — b)(p2 — @) = ((p1 — b) — (p2 — @))".
Com que p2 — a > p1 — b resulta que QP’ = |p; — pa — b+ a| = p2 —a — p1 + b, i resulkta que
=AQ+ QP =(2p1 —b—d)+ (p2—a—p; +b) =p; + p2 —d —a=p — a; per tant P’ és

el peu de la perpendicular tragada des d’J a AB.

Per tal d’obtenir Q es traca 1’arc de centre C que passa pels peus de les perpendiculars

tracades des d’'J als costats a i b. Seguidament es traca la recta perpendicualr a ¢ que passa
per I; aquesta recta i el cercle anterior es tallen a P. La recta CP és la recta buscada.
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25. Sigui C un punt del segment AB i amb didmetres CB,CA i AB fem tres
semicercles en el semipla superior. Considereu la perpendicular a la recta
AB per Ciel punt D en el qual talla a la semicircumferéncia de diamtere
AB. Proveu que la superficie limitada per les tres semicircumferéncies és
igual a la superficie del cercle de diametre DC. [Del Llibre dels Lemes.)

Solucié

" Es absolutament elemental ja que DC és mitja proporcional entre els dos segments que deter-
mina sobre AB. D’altra banda AB2 = BC? + CA2+2.CA-BCi fet.

26. Sigui AB el diametre d’un semicercle ACB i fem AD = BE. Fem ara tres
semicercles sobre AD,EB i DE, els dos dels extrems en el semipla d’ACB
i altre en el semipla oposat. L’area limitada pels semicercles de diametres
AD,DE,EB i ACB és igual a la superficie del cercle de diametre CF, on
CF és el segment que uneix els centres de les circumferéncies de didmetres
AB i DE. [Del Llibre dels Lemes.)

Solucié

Es absolutament elemental ja que
AB? —2AD? + [AB -2 AD}?> = 2[AB? + AD? -2 AB AD] = 2[AB - AD)>.
Pero

GF? = [AO + COJ? = [AO + (AO — AD)}* = [AB — AD]%.




27. Sigui ABCA una circumferéncia i considereu dues cordes AB, BC[BC >
ABJ. Sigui M el punt mig de I’arc ABC i F el peu de la perpendicular
que va d’M a BC. Proveu gue M és el punt mig de la corda trencada. [El
problema de la corda trencada.] :

Deduiu-ne alguns resultats de trigonometria.

Solucié

Cal fer BE = BA i unir E amb M. Els triangles MAB i M BE s6n iguals, ja que

MBC = ""(;"C) = “"(gM ). per hipdesi.
Només cal fer
MC =2sina, MB=2sinB, BC =2sin(a+ f).
Aleshores

FC = MC -cos 3, BF = BM -cosa

i s’obté la férmula del sinus de la suma d’a i 8.
Analogament, donat que AB = 2 sin(a— f3), és possible d’aconseguir la férmula de la diferéncia.

41



28. Els bous i les vaques d’HELIOS es troben pasturant a la illa de SiCfLIA. N’hi
ha de quatre colors: blancs (B,b), negres (N, n), clapejats (C,c) i marrons
(M, m). Sabem que les quantitats de bous i vaques satisfan les condicions

segiients:

1. els bous blancs s6n tants com els bous marrons i cinc sisenes parts dels
negres;

2. els bous negres sén tants com els bous marrons i nou vintenes parts dels
clapejats;

3. els bous clapejats s6n tants com els bous marrons i tretze quarantado-
senes parts dels blancs;

4. les vaques blanques sén tantes com les set dotzenes parts dels bous i
vaques negres junts;

5. les vaques negres s6n tantes com les nou vintenes parts dels bous i vaques
amb clapes junts;

6. les vaques clapejades sén tantes com les onze trentenes parts dels bous
i vaques marrons junts;

7. les vaques marrons sén tantes com les tretze quarantadusenes parts dels

bous i vaques blancs junts.

A més, els bous blancs i negres junts sumen un nombre quadrat i els bous
clapejats i els marrons un nombre triangular.
Quants bous i vaques hi ha de cada classe?

Solucié

Les tres primeres equacions menen al sistema indeterminat de primer grau

5 9 13
B—6N+M, N—EO-C+M, C_EB+M’

la solucié del qual la podem posar en la forma

M =891a, B=2226a, N =1602a, C =1 580a.

Les quatre equacions segiients ens porten al sistema

7 9 11 13
b-—'l—2[N+n], n—-fo-[C+c], c—-ﬁ[M+m], m_Z_Z.[B-g.b],

que té com a solucié

5439 213a
T 4657

Si fem a = 4 5678, s’obté finalment



B = 103664283 = 2.3-7.53.46578
N = 74605148 = 2.32.89.46573
M = 40691973 = 3%.11.46578
C = 73580608 = 22.5.79-46578
b = 7263603 = 28.3.5.7-23.233738
n = 48932468 = 2.32.17.159913
m = 54392133 = 32.13.464898
c = 3515828 = 22.3.5.7-1176184.
Ara cal que
B+ N=2z?=17826942=22.3-11-29-4 6578.
Una possible solucié és
B=3-11-29-4 657y = 4 456 74942
Aleshores
B = 2.32.7.11.29.53.4 657242
N = 2.3%.11.29.89.4 657242
M = 3%5.112.29.4 657242
C = 22.3.5.11-29-79-4 657242
D’acf en resulta que

M+C=3-11-29-4 657272-[3‘-11+4-5-79]=3-7-11-29-353-4657’72=@.

Es a dir,

4(y+1)y = 2°.3.7.11.29.353.4 657242
4 +4y+1 2.3.7-11-29-353(2-4 6579)% +1
(2y+1)2-4& = 1.

Finalment s’obté I’equacié de Pell
62 -4720494¢2 =1.

Segons A. H. BELL, després de treballar-hi 4 anys, la minima solucié déna un valor de 4 amb
206 531 dfgits i la seva forma és

34555906354559370506303802963617 * * * * x 252058980100,
aconseguint de calcular els 32 primers digits i els 12 darrers. Aquesta solucié fora confirmada

pel treball d’H.C. WILLIAMS, R.A. GERMAN i C. R. ZARNKE el quals ’any 1965 aconseguiren,
usant una computadora, la solucié completa.
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29. Proveu, fent servir un paper quadriculat, que

(a)%ztan“l;
T tan' L 4 tan-1 L.
(b)4—tan 2+ta.n 3
T o tan—'1 4 tan=! L 4 tan=! L
(c)4ftan 3+t:an 3+t'.a.n =
RS SN G|
(d)4—tan 2+ta.n 5+ta.n 5
LA S SR
(e)4—tan 2+tan 5 tan 2
Solucié
|
V.
y
P A




30. Proveu, calculant, que

(a) %= 4tan™! % — tan™! 239 [MACHIN 1 706];
(b) % = 4tan"l-;- — tan™! 7% + tan [EULER 1 764);
(c) %= -1 % + tan™! ; + tan~ -1l [DASHE 1 844);
(d) %: tan™! % + tan-‘% [HUTTON 1 776];
() % =2 tan™! % +t9,n'll [HuTTON 1 776, EULER 1 779];
(f) 1 =3 tan™! % + tan™! % + tan 1 1988 [STORMER 1 896);
(&) ;1 Z“‘“-l 118 +% tan”" 517 156 tan™ 239 [(Gavss};
(h) 6—%: g tan “%+%t “%—ila tan~ 2;9 [STORMER];
0 tont = tan™! o ™ L

Solucié

Es un exercici de calcul. Per exemple en el cas (a) si fem 8 = tan~!

; aleshores tan 8 = l

] _ 2tanf _ 5 . _ 2tan28 120

i aleshores tan28 = T~ tan? B 5 i tan4p = T tanZ? ﬁ o) 119’ que difereix solament
1 a1ir ’ _Ty_tandf-1_ 1 .,

dll dlllarcta.ngentdlés . Es a dir, tan (ﬁ 4)—1+tm4ﬁ—2391hemacabatla

demostracié.



31. LLancem una agulla de longitud L a I’atzar en una superficie plana i horit-
zontal en la qual s’hi ha dibuixat una col-lecci6 de paral-leles separades entre
si una distancia fix d(> L). Quina és la probabilitat que ’agulla trepitgi una
d’aquestes paral-leles? [Es el problema de Uagulla de Buffon.]

Solucié

. Femd=2aiL = 2bisigui I el punt mig de 1’agulla de coordenades (4,y), amb 0 > y >
2a,0 >0 > 1—;. Per que talli una de les paral-leles cal que y + bsin@ > 2a o que y — bsiné < 0.

Ara representem graficament el rectangle [0,7/2] x [0,2a]. El centre de I’agulla pot caure en
qualsevol d’aquests punts. Ara cal esbrinar els punts P = (6, y) favorables al problema que ens
ocupa. D’acord amb la figura resulta que

] ——- ¥ =2a bsing

Per tant,

En el cas particular que b = a, resulta que P = %

Nota. Es possible d’usar aquesta probabilitat per tal de calcular el valor de . Aixf LAZZERINI
P’any 1 901 fent 3 408 llencament va aconseguir un valor de m amb sis decimals exactes. En
aquella epoca s’havien calculat ja 527 xifres decimals exactes de .
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32. Proveu que % =2 [Aquest teorema fou establert per EULER l’any 1
1

736 i reproduit a la Introductio in Analysin infinitorum (1 748).].

Solucié

La demostracié d’EULER es basa en una propietat dels polinomis. Considerem el polinomi

o X" +an 1 X" '+ 4+a1 X+1=0.

Sabem que
ay
G1°::Gn-1+0a2°-@p28p+---+0G2: -Gy = :I:;
1
ay---ay = ;—.
an,
, 1 1 1
D’acf que _+a2 +-- +— = —ay. Ara ho aplica amb tota naturalitat a les stries de poténcies.
Considera la strie a:'*‘
sinz _ = x
o 1- gakx

la qual s’anulla en els punts £ = +m,+2x,.... Aleshores 1 — 3— + —— + - s’anul-la en
y =n2,47x2,9x2,. ... Ara aplicant el teorema anterior, valid per a polmomls, obté

e
“ (nm)? 3

que acaba la demostracié.

Nota. Cal remarcar que és possible donar una demostracié no-estindard correcta d’aquesta
manera de fer incorrecta d’EULER, com podem veure a LUXEMBURG, American Mathematical
Montly, 80, 3867 i també a.

Indiquem de passada que EULER per tal de calcular el logaritme de 7 calcula també
w2 22 32 52 72
6 22-13-15-17-1
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33. Quina és la probabilitat que, en agafar dos nombres naturals a 1’atzar, siguin
primers entre si.

Solucié

Suposem que p és un nombre primer. Aleshores hi ha % nombres que sén divisibles per p. La

. probabilitat que p divideixi un nombre m, agafat a I’atzar, és doncs }1-’ Per tant, la probabilitat

que p divideixi alhora a m i a n és ;12- [suposant, és clar, la independencia en Deleccié]. Aixf

doncs la probabilitat que p no divideixi niamnianés1— l2

p
Ara volem que m i n siguin primers entre si i, per tant, cal que no hi hagi cap nombre primer
que els divideixi alhora. La probabilitat que aixd passi és

r=(-4) (-3) 6 4)

(1+-27+§+4—2+"') 1-

Si observem que

1 1 1
1+3—2+-5;+ﬁ+”'

1 1 1 1 1 1 1
(“5#?*% ) (“52‘) = tgtEtme

1+_1_+_1_+._1._+... l_l l+.i.+_l_ +__1_.|....
327112 77112 7 132 492 ’

1+

(<2}
) 1 1 .. .
tindrem que E ol l I (l - F) =1 i aix0 acaba la demostracié.
n=1 p primer

Nota. Hom es planteja I’ambigiiitat del terme “agafats a I'atzar” i posa de manifest qué
la correccié d’aquest terme passa per I’Algebra dels observables considerant la paradoza de
Bertrand.



34. Els dos cercles tangents a la recta DC i a les semicircumferéncies de didame-
tres AD i AC, DC i AC sén iguals. [Del Liibre dels Lemes.]

Solucié

Per tal de poder-ho demostrar cal establir préviament un lema que diu:

Considerem dues circumferéncies de centre F i G tangents en un punt E.
Suposem que llurs didmetres CGD i AFB sén paral-lels. Aleshores els
punts E, D i B estan alineats.

Acceptant la validesa d’aquest lema hem de demostrar que els diAmetres HE i LE’ s6n iguals.
De fet demostrarem que

AC-BC = AB-HE = AB- LE', per analogia.
1. Pel lenia anterior D, H, A; F, E, B; A,G, E; H,G, C estan alineats.
2. Perllonguem AGE fins a I.
3. Unim I amb B.
4. AHF i CED es tallen [postulat de les paral-leles] en D.
5. Unim Di I: D, I, B estan alineats.

Tenim tres alcades i dos costats; el tercer estd completament determinat. [El text d’ ARQUIME-
DES no diu res més.]

: AD _AC _AB _
6. GC||IB i per tant Z-= = 2o = L= i finalment AB- HE = AC - BC.
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Ara cal demostrar el lema anterior:

1. E,G i F estan alienats, ja que ambdues 1. E,G i F estan alienats, ja que ambdues
circumferéncies tenen una tangent comuna en circumferéncies tenen una tangent comuna en
el punt E. el punt E.

2. DH||EF. 2. EGD i EF A isdscels. Angles en el vértex
3. EG=GD=FHiHB =FB-FH = iguals.

EF — EG =GF = DN.

4. Triangles isdscels amb angles en el vértex

iguals. Angles a la base iguals

5. Fet. 3. Fet.




Problemes pel curs 1993—-1994



. Proveu que tots els angles del triangle ABC sén aguts si, i només si, existeixen punts
A’,B’,C’ de l'interior dels costats BC, AC, i AB respectivament tals que els segments
AA’, BB',CC'’ tinguin la mateixa longitud.

. Suposem que ay,a2,...,a100 és una permutacié dels nimeros 1,2, ...,100. Proveu que la
suma 1la; +2az2 + - -- + 100 a1gp té un mfnim en la permutacié 100,99, ...,1.

. Sigui f(z) = z™ + 52"~ ! + 3, amb n sencer, n > 1. Proveu que f(z) no pot pas ser el
producte de dos polinomis, ambdés amb tots el seus coeficients sencers i de grau > 1.

. Sigui cosa = b i cosb = a. Proveu que a = b.

. En un cercle de centre O i radi unitat considerem una corda AB. Damunt de la corda
AB considerem una semicircumferéncia cap a fora. Sigui D el centre d’aquesta semicir-
cumferéncia. Proveu que el punt C de la semicircumfer2ncia més llunya del centre O de
la circumfergncia inicial és el punt que es troba damunt del radi ODC perpendicular a la
corda AB. Seguidament determineu AB per tal que OC sigui maxim.

. Sigui V = {v1,v2,vs,...} una successié no decreixent de sencers positius. Diem que V és
complet si, i només si, cada sencer positiu n és la suma d’una subsuccessié de V; és a dir,
si per acadan € N,

[o o]
n=za;v.', onag;=001.
i=1

Proveu que
(a) V és completa si, i només si, vy =1,i, peratot k=2,3,..., 8k—y =vi+va+---+
Vg1 >y — 1.
(b) el conjunt F' dels nombres de Fibonacci és complet;
(¢) F — fr és complet;
(d) si vy =11iwvgyy < 2ug, aleshores V és complet.

. Considereu I’anell I' de tots els nombres complexos a + bi, on a i b sén nombres sencers.
Sigui p un nombre primer. Proveu que les afirmacions segiients s6n equivalents:

a) I'/plI" és un cos.
b) la congruéncia z? + 1 = 0 (mdd p) no té solucions senceres.
¢) p =3 (mddp).

. Demostreu que, per a qualsevol polfgon convex d’area 1, existeix un pa.ra.l-lélbgram d’area
2 que el conté.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

. Proveu que el polinomi
P — 221 4 322 L Oz 2n+1

no té pas arrels reals.

Sigui P un punt d’un arc de circumfer¢ncia que abraga una corda AB. Demostreu la
propietat dbviament evident que estableix que la suma de les cordes AP i PB tenen un

maxim quan P es troba en el punt mig de ’arc AB .
Resoldre 1’equaci6 sin 7z + sin 8z = 1.99999.
Si a, b, c, d sén nombres reals positius tals que
fna) + ] = fnc] + [nd],
per a qualsevol nombre sencer n, proveu que
a+b=c+d.
Si a, b, ¢, d s6én nombres positius irracionals tals que
a+b=c+d,

proveu que, per a tot n=1,2,3,..., [na] + [nb] = [nc] + [nd].

Per a tota parella de nombres reals z,y tenim la desigualtat

f) - f(y) < (= - p)*.
Trobeu totes les funcions f.

Proveu que 22" + 22" + 1 no pot ser expressat com el producte de menys d’n primers

(no necessariament diferents).

Sigui ABC un triangle acutangle i D un punt del seu interior tal que

AC-BD=AD-BC

ZADB = LACB + %°.

a) Calculeu el valor de la raé
AB-CD

AC-BD’
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16.

17.

18.

19.

b) Demostreu que les tangents en C a les circumferdncies circumscrites als triangles
ACD i BCD sén perpendiculars.

Damunt d’un tauler d’escacs infinit juguem de la forma segiient: en comengar hi ha n?
fitxes col-locades sobre un quadrat d’n x n cel-les adjacents, amb una fitxa a cada una
de les cel-les. Una jugada és un salt d’una fitxa en una direccié horitzontal o vertical per
damunt d’una cel-la adjacent ocupada per una altra fitxa, fins a una no ocupada que sigui
contigua amb ella. La fitxa per damunt de la qual hem saltat es retira del tauler. Trobeu
els valors d’'n per als quals el joc pot acabar quedant una sola fitxa damunt del tauler.

Si f designa la funcié que déna cos 17z en termes de cos z, és a dir,
cos 17z = f(cosz),

proveu que aquesta mateixa funcié f déna sin 17z en termes de sinz.
Proveu que

(a) no(n) = 2(mdd ¢(n)) es compleix per a tot nombre primer i tinicament pels nombres
compostos 4,6 i 22;

(b) la funcié )

Sy == 1B -1 - (B* - 1)] +2,

on B = z(y+1) — (y! + 1), amb z,y € N, solament genera nombres primers, els
genera tots i, si sén senars, solament els genera una vegada;

(6) no(n) + 3 [1B? 1] = (8 ~ 1)] =2 (midd (), on B = (n — 4)(n — 6)(n — 22) s,
només si, n és un nombre primer.

Sigui N = {1,,2,3,...}. Determineu si existeix una funcié f: N — N que compleixi les
condicions segiients:

1. f(1)=2,

1. f(f(n)) = f(n)+n, peratot n€N,

3. f(n)<f(n+1),peratot neN.

. Siguin P, Q, R tres punts del pla. Definim m(PQR) com el mfnim de les longituds de les

alcades del triangle PQR (cas que P, Q, R estiguin en lfnia recta, aleshores m(PQR) = 0).
Siguin A, B, C punts del pla. Demostreu que, per a qualsevol punt X del pla,

m(ABC) < m(ABX) + m(AXC) + m(X BC).



21.

22,

23.

25.

26.

27.

28.

29.

Trobeu el valor mfnim de la funcié
f@)=vVE-12+9+/(z-82+16 (z€R).

Siguin A i B matrius quadrades de la mateixa mida sobre el cos dels complexos i sigui
C = AB — BA. Sabem que CA = AC i CB = BC. Expressa (A + B)? com una suma de
monomis A*B/C*.

Proveu que, si des d’els vértexs B i C d’un triangle rectangle ABC portem els catets
damunt la hipotenusa BC, aleshores els catets se s’encavalquen en un segment la longitud
del qual coincideix amb el radi de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle.

. Determineu cada una de les arrels reals de

' - (2-10°+1)22 -2+ 102 +10°-1=0

correctes fins al quart decimal.

Sigui @ > 0. Considereu la successi6 z, = n({/a —1).

a) Proveu que la successié {z,} és mondtona i afitada.

b) Feu L(a) = lim,_,.z,. Proveu que L(ab) = L(a) + L(b), per a tota parella de
nombres reals positius a i b.

Sobre el cos dels reals considereu el sistema d’equacions les incognites del quals sén nu-
merades amb elements de ’anell Z,, dels romanents modul n:

Ti—1 +2z; + 41 =0, i€Z.
Descriu el conjunt de totes les solucions.

Sigui ABC un triangle equilater i I" la seva circumferéncia inscrita. Si D i E sén punts
dels costats AB i AC, respcetivament, tals que DE és tangent a I', demostreu que

AD AE _ 1
DBtECT

Dos nombres sencers no negatius a i b sén “quats” si I’expressié decimal d’a + b consta
solament de zeros i uns. Siguin A i B dos conjunts infinits de sencers no negatius, tals
que B és el conjunt de tots els nombres que sén “quats” de tots els que pertanyen a A, i
A &s el conjunt de tots els nombres que s6n “quats” dels que pertanyen a B. Proveu que
en un d’ambdés conjunts A o B hi ha una infinitat de parelles de nombres z,y tals que
z—-y=1.

Proveu que p és un nombre primer és equivalent a cada una de les proposicions segiients:
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30.

31.

32.

35.

36.

(a) o(p) + ¢(p) = p- d(p), & on o(n) és la suma dels divisors positius d’n, d(n) és el
nombre de divisors positius d’n i ¢p(n) és la funcié d’Euler d’'n és a dir, la funcié que
mideix el nombre de nimeros naturals m < n que sén primers amb nj;

(b) n|((n1)!+ 1) [Teorema de Wilson);

n-3

(©) nld_r(r).
r=1

Quantes arrels de ’equaci6 26 + 6z + 10 = 0 pertanyen a cada un dels quadrants del pla
complex?

Un tetardedre ABCD és isoscels ssi els vértexs oposats sén iguals dos a dos. Es a dir,
AB = CD,AC = BD, i AD = BC. Es facil provar que les cares del tetrdedre sén
triangles congruents [iguals] i, per tant, tenen la mateixa superficie i el mateix perfmetre.
Proveu que

(a) si les cares d’un tetraedre tenen el mateix perfmetres sén iguals;

(b) un tetraedre és isdscels si, i només si, la suma dels angles de les cares en cadaun dels
vertexs és 180°;

(c) les lfnies fetes als vertexs d’'una cara d’un tetraedre des del punt de contacte de
la cara amb l’esfera inscrita formen tres angles en el punt de contacte que sén els
mateixos tres angles en cada una de les cares.

(d) si totes les cares d’un tetraedre tenen la mateixa superficie, s6n iguals;
(e) un tetrdedre és isdscels si, i només si, les seves esferes inscrita i circumscrita sén
concéntriques.

Sabem que hi ha exactament n* k—ples diferents (a;, a2, ..., ax), construibles a partir del
conjunt {1,2,...,n — 1,n} si s’accepta la repetici6. Per a cada una d’aquestes k—ples a
notem el valor mfnim a;. Proveu que la suma de tots aquests valors mfnims és precisament.

1% 4+ 2% ... 40k

. Quins sén el tres darrers dfgits de 79 9997
. Llancem un dau normal repetidament fins que el total dels valors superi n. Quin és el

resultat més probable que podem aconseguir?

Si a,b,c formen un triangle, proveu que, per a tot valor d'n = 2,3,4,..., ¥/a, Vb, {/c
també formen un triangle.

Resoleu



37.

38.

39.

40.

41.

42.

¢

(a) u+v=l+w=-l- -1-
u v w

1

1 1 1
(b) u+v+—=—+w+£=
w u v v

1 w
+—4tvw=uw+—+ —.
w u  vw

El eriters de Schur-Cohn

(a) Proveu que els dos zeros w del polinomi real ¢2 + bt + ¢ satisfan |w| < 1 si, i només
si, ]| <1+c<2
(b) Proveu que tots els zeros w del polinomi real t3 + bt2 + ct + d satisfan |w| < 1 si, i
nomsés si,
[bd—c] <1 —d?|b+d] < |1+ ¢

El “tauler” damunt del qual juguen dues persones és un polinomi ménic
f@) =z +ag 12 '+ tajz+1,

en el qual els 2n — 1 coeficients ay,,_;, a2,—9,...,a; s6n nombres reals no especificats.
El grau és un sencer parell> 4. Els jugadors juguen comencant pel jugador A, després
juga B i aixf successivament, I’'un darrera de 1’altre. Cada un dels jugadors tria un dels
coeficients indeterminats finsa que el polinomi queda completament determinat. A guanya
si f(z) = 0 no té cap arrel real, mentre que B guanya en cas contrari.

Determineu una estratégia de guany per al jugador B.

Proveu que cada un dels termes de la successié

49,4489,444889,44 448889, ...,44...488...89, ...

n n

és un quadrat perfecte.

Proveu que w(n) > ll;%, on 7(n) és el nombre de primers que no sobrepassen el nombre

natural n. Es un teorema degut a WACALW SIERPINSKI.

Proveu que és impossible de trucar un parell de daus de manera que cada una de les sumes
2,3,...,12 tinguin la mateixa probabilitat. [Podeu suposar que els daus sén distingibles.)

Tenim tres circumfertncies de centres 01,02 i O3 i radi r que es tallen en un punt P i
es troben dins d’un triangle ABC. Suposem qua cada una de les circumferéncies toca
un parell de costats del triangle ABC. Proveu que els incentre I i circumcentre O del
triangle estan alineats amb P.
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43. Determineu tots els parells (p, q) de nombres reals pels quals la desigualtat
1
Ve <3 ()
éscert peracadaztalque0 <z <1.

44. Si un nombre sencer k conté tots els digits 0,1,,2,...,9 i aquesta propietat persisteix en
els seus miiltiples k, 2k, 3k, . . ., diem que k és un nombre persistent. No hi ha cap nombre
que sigui persistent, perd si que hi ha nombres que sén n—persistents; és a dir, que
k,2k,...,nk continguin els deu digits. El nombre 1234567 890 és k—persistent. Trobeu
el valor de k. Quin és I’ordre de persisténcia del nombre 526 315789 473 684 2107

Proveu que, per a cada n, hi ha almenys un nombre n—persistent.

45. (a) Proveu que 'dnica parella de sencers positius (a,b) per a la qual la suma coincideix
amb el producte és (2, 2).

(b) Proveu que només hi ha una parella de sencers positius diferents (a,b), a < b, tal que
a® = b° i trobeu-la.

46. Suposeu que z i y varien damunt de la semirecta real no negativa. si el valor de

z+y+ v/2x2 + 2zy + 32

és sempre 4, proveu que x2y és sempre més petit que 4.

47. Suposem que un quadrat de paper ABCD el dobleguem de manera que el vértex D es
col-loqui en un punt D’ del costat BC. El costat AD es situa aleshores en la posicié A’ D’
i talla el costat AB en el punt E. Proveu que A’E és igual al radio de la circumferéncia
inscrita en el triangle rectangle EBD’.

48. Si F = {fi}ien és la suombres de Fibonacci, calculeu

(@ S5=% ——.

= fa-1fatr
fntr
(6) im oo .
— 1
(c) 8= 'Z% -fz—n.

49. Considereu ’equacié

(%) V2+1-22++3z+p+4=122+9z+3p+9
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51.

52.

53.

enla qual z i p 86n reals i les arrels quadrades sén reals i no negatives. Proveu que, si es
compleix (*), aleshores :

(22 +z-p) (2 +82+2p+9) =0.

Seguidament, trobeu el conjunt de reals p pels quals (x) és satisfeta per exactament un
dnic real nombre z.

. Determineu les condicions necessaries i suficients que han de satisfer a, b, c per tal que

az+by+cz=0

aV1-224b/1-92+cV/1-22=0
admetin una soluci6 real z,y,z amb |z] < 1,|y| < 1,|2| < 1.

Suposeu que reordeneu els nombres naturals 1,2,...,n,... d’acord amb

el primer nombre senar (és a dir, 1)
el dos nombres parells segiients (és a dir, 21i 4)
el tres nombres senars segiients (és a dir, 5,7,9)
el quatre nombres parells segiients (és a dir, 10, 12, 14, 16)
el cinc nombres senars segiients (és a dir, 17,19, 21, 23, 25)
i aixf successivament.
La successi6 és: 1,2,4,5,7,9,10,12, 14,16,17,19,.... Porveu que n—eésim terme u, ve

donat per ’equacié
[1 +v8n - 7]
U, =2n — — |

on [z] designa el nombre sencer més gran més petit que z.

Suposeu que u,v,w,z,y, 2 s6n nombres reals amb z,y, z tots diferents que satisfan les
equacions
Bt =¥ty =vl+8=dd

u(y—2)+v(z—z)+w(z—-y)=0.
Proveu que uvw + ryz = a3. Quina és la situacié si ¢ = y?

Qui és més gran e* o w?

. Proveu que el nombre de successions de 0 — 1 de longitud n que contenen exactement m

. n+1
ocurréncies de 01 és ( om +1 )
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55.

56.

57.

58.

59.

61.

62.

63.

Resoleu el segiient sistema d’equacions amb nombres naturals

-~ = 3abe
a® = 20b+0).

Considereu un quadrat unitat S del pla fixat en posici6. Quin és el nombre maxim de
quadarts unitat no solapats que poden col-locar-se a I’antorn d’S, tocant-lo perd sense
solapar-lo?

Traingles equilaters de costats 1,3,5,...,2n — 1,... sén col-locats damunt d’una recta
tocant-se en el vertex, com indica la figura. Proveu que els vértex que no es troben
damunt la recta pertanyen a una parabola i que els seus radis focals sén tots ells sencers.

Proveu que els tinics nombres sencers z pels quals
¥ +2i+z+1
és un quadrat perfecte sén z = —-1,01 3.
Si P(z) és un polinomi de grau n tal que
P(z)=2" pera z=1,2,3,...,n+1,
trobeu P(n + 2).

Quin és el romanent quan dividim z + z° + 2% + 29 + 28! per z3 — 2?7

Si la magnitud de la funcié quadratica f(z) = ax? + bz + ¢ no excedeix mai 1 quan
z recorre l'interval [0, 1], proveu que la suma de les magnituds dels coeficients no pot
sobrepassar 17:

la| + 1B] + e| < 17.

Determineu el lfmit de la successié {P,} definida per Py =41i, peran=1,2,3,...,

P 2
Poy1 =27112.4 |1 - 1-( ").

on+1

Considereu dues circunferéncies C; i C: i sigui P un punt fix de la zona lenticular R en
la qual es tallen les dues circumferéncies. Sigui UV la corda dins la zona R que passa
per P. Determineu la manera de cosntruir la corda per a la qual el producte PU - PV és
mfnim.

. Sigui M un conjunt no buit d’enters positius tal que sigui tancat per 4z i [\/z]. Proveu

que M és el conjunt dels nombres sencers positius.
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65. Considerem la successi6 definida per
T =z, iperaéadak?_l, xk+1=x§+zg,
on z és un nombre real > 1. Quin és el valor de la serie infinita

1 1 1

= .7
14z +l+:cz + 1+2z3

66. Sigui —1 < u < 1. Determineu el mfnim nombre K, que satisfa la condicié
l9'(w) < Ko,
si g(t) és un polinomi tal que gr(g(t)) <2i|g(t)]<1pera-1<t<1.
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